Dynamische Geometrieprogramme: Tod des Beweisens oder Entwicklung einer neuen Beweiskultur?
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Die dynamischen Geometrieprogramme wie Cabri, Euklid, Geolog  haben die Geometriekonstruktionen beweglich gemacht. Neue Themen und neue Methoden werden möglich: Klassische Sätze der Schulgeometrie erfährt man im Zugmodus als Invarianzen, das Ausprobieren und Überprüfen von Vermutungen im Zugmodus wird zum fundamentalen Bestandteil des Unterrichtens. Dadurch wird aber auch gleichzeitig das Bedürfnis, noch etwas beweisen zu müssen, verringert. 

Es wird untersucht, welche veränderte Stellung das Beweisen im modernen computerunterstützten Geometrieunterricht  haben kann. 

1 Geometrieunterricht und Computer

Der Geometrieunterricht befindet sich seit längerem nicht nur in Deutschland auf dem Rückzug, der Mathematikunterricht in beiden Sekundarstufen ist algebraisch dominiert. An diesem Zustand ist der Geometrieunterricht selbst nicht schuldlos. Die Anhänger der Kongruenzgeometrie übertrieben entweder knifflige Konstruktionsaufgaben oder deduktives Beweisen. Die Abbildungs​geometrie scheiterte in der Schulpraxis [3], entgegen ihrem anschaulich klingenden Namen ist sie ein Kind der Strukturmathematik. 

Hat der Einsatz von Taschenrechnern und Computern den Algebraunterricht doch deutlich verändert, so blieb der Geometrieunterricht zunächst davon weitgehend unbeeinflußt. 

Mit den Geometrieprogrammen der ersten Generation konnte man (nur) konstruieren wie mit Zirkel und Lineal/ Geodreieck. Nachdem die erste Faszination des Computers nachgelassen hatte, stellte sich zwangsläufig die Frage nach dem Sinn und Nutzen des Computereinsatzes.

Die zweite Generation der Geometrieprogramme (Cabri-Geometre, Cabri II, Euklid, Geolog, Geometers Sketchpad, Thales) ermöglichte es dann, dynamisch zu konstruieren. Dafür typisch sind die Fähigkeiten:

· Beweglichkeit/ Zugmodus, 

· Lernfähigkeit/ Makros und 

· Ortslinien zeichnen. 

Diese bedeuten einen großen qualitativen Sprung. Inhaltlich und didaktisch ergeben sich dadurch viele neue Möglichkeiten: 

· komplexere Themen, Anwendungsaufgaben

· experimenteller Ansatz

· Ausprobieren und Vermuten als Vorstufe zum Beweisen.

Doch sind die dynamischen Geometrieprogramme unter den Mathematiklehrern keineswegs unumstritten. Oft wird befürchtet, dass sie das Beweisbedürfnis verringern. 

Das trifft sicherlich auch in gewissem Maße zu. Zur Diskussion über das Für-und-Wider des Computerein​satzes im Geometrieunterricht sollen im folgenden einige grundlegende  Überlegungen angestellt werden. 

2 Niveaustufen des Beweisens

Holland folgend kann man drei verschiedene Niveaustufen des Beweisens und des Beweisver​ständnisses im Unterricht unterscheiden [5]:
1. Stufe des Argumentierens
Hier ist ein starker Handlungsbezug gegeben und man wird sich auf Veranschaulichungen stüt​zen. Ein Satz wird zusammen mit seiner Einsicht in die Allgemeingültigkeit gewonnen, wobei dies als Aha-Erlebnis charakterisiert wird. 

2. Stufe des inhaltlichen Schließens
Hier erfolgt das Beweisen in einer eher umgangssprachlichen, die Schülertätigkeit beschrei​bende Form. Die Rolle des Beweisens ist vorwiegend die Sicherung der Allgemeingültigkeit der zu beweisenden Aussage, weniger die Axiomatisierbarkeit der Geometrie. Ein Beweis erfolgt aber schon in der Angabe von  Beweisschritten, durchaus noch lückenhaft und mit Bezug auf Beweisfiguren.

3. Stufe des formalen Schließens
Auf dieser Stufe des Beweisens dient das Beweisen vorrangig oder ausschließlich dem Aufbau der Geometrie als einer deduktiven Theorie. Ziel ist ein lückenlos in Beweiszeilen dargestellter Beweis, bei dem jede Beweiszeile entweder eine Voraussetzung ist oder aus vorangegangenen Beweiszeilen folgt. Nur für die Deduzierbarkeit eines Satzes aus schon akzeptierten Sätzen der Geometrie ist es sinnvoll, einen Satz zu beweisen, dessen Allgemeingültigkeit anschaulich evi​dent ist. 

3 Didaktische Kritik

Die gymnasialen Geometriecurricula waren vorwiegend auf der 3. Stufe angesiedelt, es war weitgehend unumstritten, daß man alle geo​metri​schen Sätze beweisen sollte und es war verpönt, sich auf Plausibilitätsüberlegungen oder gar Bei​spiele zu beschränken. 

Kritische Stimmen wurden aber schon länger laut:

 "Das Bemühen um mehr logische Stringenz führte in der Geometrie unmittelbar zu größerer Auf​merksamkeit bei der Grundlegung, die jetzt in den Büchern plötzlich viel breiter angelegt und mit zahlreichen Definitionen und Grundsätzen gespickt wurde. Aus diesen wurde dann mit viel Sorgfalt deduziert - nur leider oftmals Sätze, die für den Schüler gar nicht erwähnenswert, weil selbstver​ständlich sind." [9]

 "Zunächst ist doch unbestritten, daß in dieser Altersstufe ein im mathematischen Sinne „strenger Beweis“ auch nicht annähernd geführt werden kann. Folglich muß geklärt werden, was  man unter „Beweisen“ in dieser Altersstufe versteht. Ferner ist - realistisch betrachtet - auch offenkundig, daß die überwiegende Mehrzahl der Schüler noch gar kein echtes Beweisbedürfnis besitzt, auch nicht bei „interessanten“ Aufgaben." [3] 

"Die hohe Bewertung der Systematik läßt den Mathematiker nach Lückenlosigkeit streben. Er übersieht dabei, daß gerade so nicht gelernt wird. ... Die Antwort des Mathematikers auf die Frage „Warum“ ist in der Regel ein formaler Beweis. ... Beweise im Mathematikunterricht haben aber nicht in erster Linie die Funktion, die Wahrheit eines Satzes zu verteidigen, sondern sie sollten den Satz verständlich machen." [7]

"Bei den meisten als Übungsaufgaben geeigneten Aufgaben ist die zu beweisende Behauptung (meist aus Symmetrie​gründen) unmittelbar evident. Die Wahrheitssicherung ist daher als Motiv, einen Beweis zu führen, unbrauchbar.“ [4]

4 Mathematiker  (  Mathematik-Lehrer

Für den Mathematiker ist mit dem q.e.d. am Ende eines Beweises das Ziel der Wahrheitssicherung erreicht und seine Aufgabe abgeschlossen.

Für den Mathematik-Lehrer hingegen geht es um dann noch weiter. Ein Aufarbeiten und Vertiefen des Beweises, Betrachten von Spezialfällen und Verallgemeinerungen, Wiedererkennen in anderen Zusammenhängen, Benutzen für Folgerungen, Anwenden in Sachzusammenhängen, Einordnen in ein Geflecht von Beziehungen, all das muss getan werden. Es geht im Lernprozess um mehr als nur den Inhalt des Beweises, es geht um eine Beweiskultur. [6]

"Dazu gehören insbesondere die Konsensbildung über die Voraussetzungen und die Verständigung über die Zulässigkeit von Schlussfolgerungen." [8]

Der streng deduktive Aufbau von Beweisen entspricht nicht mehr dem, wie in der Gesellschaft heutzutage mit Begründungszusammenhängen gearbeitet wird. Dort ist es gängig, sich auf bekannte oder anerkannte Positionen zu beziehen und von da aus zu argumentieren. Insofern geht es hier im Geometrieunterricht auch um ein Stück Lebensvorbereitung.

5 Auswirkungen des Computereinsatzes

Viele Sätze, die auch schon in der Vor-Computerzeit offensichtlich waren, werden in Zukunft wohl kaum noch bewiesen werden. 

Viele Sätze, deren Gültigkeit im Zugmodus eines dynamischen Geometrieprogramms als Invarianz erlebt wurde, werden ebenfalls nicht mehr bewiesen werden.

Heißt das, dass das Beweisen damit vollständig aus dem Geometrieunterricht verschwindet? 

Sicher wird Beweisen als eigenständiges Thema und die Orientierung des Unterrichts auf einen deduktiven Aufbau der Geometrie weitgehend an Boden verlieren. So gesehen nimmt der Computereinsatz dem Geometrie​unterricht sicherlich bisher klassische Teile weg. Aber auf der anderen Seite gibt es etliche neue Impulse:

6 Neue Impulse

6.1 Erstens werden durch einen geschickten Einsatz dynamischer Geometrie- Programme viele klassische Sätze im Zugmodus erlebbar und somit einsichtiger. Der Zugmodus ersetzt „gedankliches durch anschauliches stetiges Verändern und füllt damit den Allquantor inhaltlich auf.“ [10] 

Für Schüler schwer verständliche indirekte Beweise können durch geeignete Konstruktionen direkt einsichtig gemacht werden.

Im Zugmodus sind unkorrekte Konstruktionen nicht stabil, der Zugmodus verlangt unerbittlich korrekte Konstruktionen. 

Aufgabe des Lehrers ist es darüberhinaus, passend zur Lerngruppe über das Erlebte und allgemein Akzeptierte hinaus den Fragen nachzugehen „Warum ist das so?“ und "Ist das wirklich so?". Auch dabei kann der Zugmodus hilfreich sein, z.B. um Symmetrie- oder Kongruenzargumente zu verdeutlichen. (Beispiel: Aufgabe 1, Lotsummen)

6.2 Zweitens entsteht kein Schaden, wenn man offensichtliche Invarianzen eben als offensichtlich akzeptiert und die Zeit nutzt, tiefergehenden Fragen auf den Grund zu gehen. Derer gibt es genug, denn aufgrund der Fähigkeiten dynamischer Geometrieprogramme kommt man zu Problemen, die bisher dem Geometrieunterricht verschlossen blieben. 

Es muß eine Art Plattform von allgemein akzeptierten Sätzen geschaffen werden, von der aus man argumentieren kann. Von dieser Plattform aus kann man sowohl aufsteigen (was wohl häufiger der Fall sein wird) als auch absteigen. [3, 9] (Beispiel: Aufgabe 2, Euler-Gerade) 

Gerade die Möglichkeit, sich auf eine andere Plattform als die eu​kli​dischen Axiome zu stellen, ermöglicht es, im Sinne eines lokalen Beweisens und lokalen Ord​nens zu arbeiten. Zwar wird dadurch kein streng axiomatisch-deduktiver Theorieaufbau erreicht, doch auch das Erfassen der Zusammenhänge zwischen Sätzen ist ein wichtiger mathematischer Aspekt. Hier werden durch Computerunterstützung neue Akzente gesetzt.

6.3 Drittens hat man dann Zeit und aufgrund der Makrofähigkeit überhaupt erst auf Schulniveau die Gelegenheit, komplexere Beweise, in denen eine typische und mathema​tisch gehaltvolle Idee enthalten ist, mit Computerunterstützung durchzuführen und durch den Zugmodus die Möglichkeit, die Schüler zu einem tieferen Verständnis des Beweises zu führen (Beispiel: Aufgabe 3, Satz von Fagnano).

6.4 Viertens ermöglicht der Zugmodus das Zeichnen von Ortslinien und damit den Einsatz heuristi​scher Strategien. Ist ein deduktiver Beweis für Schüler zu schwierig, so kann man durch das Zeichnen von Ortslinien zu empirisch nachgewiesenen Erkenntnissen ge​langen. Akzeptiert man diese als einsichtig, so kommt man darauf aufbauend zu neuen Beweis​ideen, die nun ein Schüler verstehen und (mit Hilfe sinnvoller Anleitungen) selber finden kann. (Beispiel: Aufgabe 4, Bundeswettbewerb)

7 Resumee

Der Einsatz dynamischer Geometrieprogramme wird den Niedergang der deduktiv axiomatisch orientierten Geometrie in der Sekundarstufe beschleunigen (nicht hervorrufen!). 

Das Beweisen wird nicht verschwinden, sondern unter Einbeziehung von im Zugmodus erfahrenen und akzepzierten Erkenntnissen auf anderen Plattformen aufsetzend Begründungszusammenhänge herstellen.

So wird der Computereinsatz auch zum Wegbereiter von Beweisen, aber mehr auf dem Niveau des plausiblen Begründens als auf der des formalen Schließens.

Es tun sich neue Möglichkeiten auf, experimentell und heuristisch zu arbeiten. Es können rasch zahlreiche Beispiele sowie Sonderfälle oder Gegenbeispiele erzeugt und visualisiert werden.

Eignet sich der Computer hervorragend zum experimentellen Arbeiten und zum Hinführen zu Beweisen und Begründungen, so heißt das nicht, dass jeder Schüler durch beliebiges Herum​probieren dazu in der Lage wäre. Es bedarf zum einen einer genügenden Kenntnis im Umgang mit den jeweiligen Programm. Zum anderen ist eine Anleitung durch den Lehrer unerläßlich. Ohne Anleitung wird das Experi​mentieren zum blinden Herumprobieren. 

Es ist auch eine Schulung der Schüler nötig, sowohl um die gewünschten Figuren durch korrekte zugfeste Konstruktionen zu erzeugen als auch um die gesehenen Phänomene richtig wahrzunehmen und ihre Erkenntnisse in richtig formulierte Sätze umzusetzen. Der Mathematikunterricht hat auch eine nicht zu unterschätzende sprachliche Kompo​nente.

Weiter bedarf es eines soliden mathematischen Wissens, um den Computer sinnvoll einsetzen und das Beobachtete einordnen und begründen zu können. Es wird durch Geometrieprogramme keine Mathematik auf Knopfdruck geben, genauso wie es durch Textverarbei​tungsprogramme auch keine Literatur auf Knopfdruck gibt.

Nicht zuletzt ist auch eine Schulung der Lehrer nötig, um mit diesem neuen Werkzeug umzugehen und den Schüler zu gelenkten (Nach-)Entdecken anzuleiten. Wer mit Computereinsatz einen etwas anderen Geometrieunterricht versucht, wird selbst feststel​len, daß so manches Mal im Anfang seine Anleitungen zu eng, zu weit, irreführend, lückenhaft oder gar dem Erkenntnisprozeß zuwiderlaufend waren. Er wird aber auch feststellen, daß der Geometrieunterricht lebendiger und verständlicher geworden ist.
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